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1. Задано п’ять вiдрiзкiв, з кожних з трьох з яких можна побудувати
трикутник. Довести, що хоча б один з цих трикутникiв буде гострокутним.
Розв’язок. Нехай a ≤ b ≤ c ≤ d ≤ e довжини заданих вiдрiзкiв. Припусти-
мо, що серед складених трикутникiв немає жодного гострокутного трикутни-
ка тобто c2 ≥ a2+b2, d2 ≥ b2+c2, e2 ≥ c2+d2. Тодi c2+d2+e2 ≥ a2+2b2+2c2+d2,
Далi

e2 ≥ a2 + 2b2 + c2 =
(
a2 + b2

)
+
(
b2 + c2

)
≥

≥
(
a2 + b2

)
+ 2bc ≥

(
a2 + b2

)
+ 2ab = (a+ b)2 .

Але тодi e ≥ a + b, i побудувати трикутник з цих вiдрiзкiв неможливо, що
суперечить умовi задачi. Отже, наше припущення хибне.

2. Нехай f(x) = x2 + 6x + 1 i нехай R — множина точок з координатами
(x, y), якi задавольняють нерiвностi: f(x)+f(y) ≤ 0 i f(x)−f(y) ≤ 0. Знайти
площу R?
Розв’язок. З першої умови випливає, що

x2 + 6x+ 1 + y2 + 6y + 1 ≤ 0 =⇒ (x+ 3)2 + (y + 3)2 ≤ 16

це круг з центром у (−3,−3) i радiусом 4. З другої умови випливає, що

x2+6x+1−y2−6y−1 ≤ 0 =⇒ (x2−y2)+6(x−y) ≤ 0 =⇒ (x−y)(x+y+6)) ≤ 0

Таким чином або
x− y ≥ 0, x+ y + 6 ≤ 0.

або
x− y ≤ 0, x+ y + 6 ≥ 0.

Кожна з прямих x − y = 0 i x + y + 6 = 0 проходить через (−3,−3)

i має кутовий коефiцiєнт 1 або −1. Тобто нашi взаємно перпендикулярнi
прямi розбивають круг на чотири однковi сектори, два вертикальнi з яких
складають множину R. Отже, площа R дорiвнює половинi площi круга, що
становить 1

2(π · 42) = 8π.
Вiдповiдь. 8π.

3. Нехай Sn — сума n перших членiв арифметичної прогресiї з рiзницею

2. Частка
S3n

Sn
не залежить вiд n. Чому дорiвнює S20?
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Розв’язок. Припустимо, що наша послiдовнiсть

a, a+ 2, a+ 4, a+ 6, a+ 8, a+ 10, . . . .

Тодi, оскiльки частка
S3n

Sn
не залежить вiд n, то, зокрема,

S3

S1
=

S6

S2
. Тобто

3a+ 6

a
=

6a+ 30

2a+ 2
, звiдки

3a+ 6

a
=

3a+ 15

a+ 1
, 3a2+9a+6 = 3a2+15a, a = 1,

i наша послiдовнiсть є послiдовнiстю непарних чисел.
Оскiльки сума перших n непарних чисел дорiвнює n2, то S20 = 202 = 400.

Вiдповiдь. 400.

4. Дано гирi вагою 995г, 997г, 999г, 1000г, 1010г, 1030г, 1050г. Крiм цього
є електронна вага, на якiй можна визначити точну вагу в грамах будь-якого
набору гирьок. Довести, що за допомогою не бiльше, нiж трьох зважувань
можна знайти гирю вагою 1000г.
Розв’язок. Вiзьмемо довiльнi три гирi. Зваживши їх, ми легко можемо вста-
новити, чи є серед них гиря з вагою 1000 грамiв. Справдi, для того щоб серед
трьох гир була гиря з вагою 1000 грамiв необхiдно i досить, щоб число, що
виражає в грамах сумарну вагу, було : або 1) парним i меншим вiд 3000,
або 2) бiльшим вiд 3000 i закiнчувалося на парну (передостанню) i непарну
(останню) цифри.

Тому, за допомогою одного зважування можна встановити, чи є потрiбна
нам гиря серед вибраних трьох, чи серед чотирьох, якi залишилися. Далi, у
групi з трьох (чотирьох) гир вибираємо двi довiльнi i проводимо зважування.
Якщо в цiй парi є гиря вагою 1000 грамiв, то тодi (i тiльки тодi) число, що
виражає в грамах сумарну вагу, буде закiнчуватися на 95, 97, 99, 10, 30, 50.

Так ми встановлюємо, чи є потрiбна нам гиря у данiй парi. Пiсля цього задача
зводиться до вiдшукання потрiбної нам гирi серед двох (однiєї) за допомогою
одного зважування.

5. Побудувати трикутник за двома сторонами i рiзницею протилежних
до них кутiв.

Розв’язок. Аналiз. Нехай �ABC — шуканий.
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A B

C C ′
Проведемо серединний перпендикуляр до сторони
AB i знайдемо точку C ′, симетричну точцi C вiд-
носно цього перпендикуляра. Тодi вдрiзок AC ′ =

BC, ∠C ′AB = ∠CBA, ∠C ′AC є заданою рiзни-
цею кутiв, а серединний перпендикуляр до вiдрiзка AB буде серединним
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перпендикуляром i до вiдрiзка C ′C. Задача має єдиний розв’язок, коли за-
данi сторони рiзнi i втрачає сенс, коли вони однаковi, бо тодi рiвними є i
протилежнi до них кути.

Побудова. Побудуємо �C ′AC за двома заданими сторонами AC = b,
AC ′ = a i кутом мiж ними, що дорiвнює заданiй рiзницi кутiв. Проведемо
серединний перпендикуляр до сторони CC ′ побудованого трикутника i вiдоб-
разимо точку A симетрично вiдносно цього перпендикуляра. Її образ буде
шуканою вершиною B трикутника �ABC.


