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9 клас

1. Є чотири однаковi на вигляд монети, одна з яких фальшива (вона
вiдрiзняється вiд решти вагою). За допомогою лише двох зважувань на те-
резах без тягарцiв визначити: легша фальшива монета чи важча. Довести,
що при цьому за два зважування, не можна встановити, яка саме це монета.
Вiдповiдь обґрунтувати.
Розв’язок. Кладемо на шальки терезiв по двi монети. Далi монети, що були
на шальцi з бiльшою вагою ще раз зважуємо на терезах. Якщо при цьому
шальки терезiв зрiвноважаться, то фальшива монета легша вiд справжнiх,
якщо нi, то важча. Якщо фальшива монета виявиться легшою, то для визна-
чення фальшивої монети потрiбно ще одне зважування.

Якщо на шальки терезiв покласти по однiй монетi i шальки терезiв зрiвно-
важаться (обидвi монети справжнi), то поклавши замiсть однiєї з них одну
з тих, що залишились зможемо визначити, котра з монет фальшива. Але
якщо нею виявиться монета, що не клалась на терези, то потрiбне ще одне
зважування, щоб визначити легша вона, чи важча.

2. Три кола радiуса s розмiщенi у першiй чвертi площини xOy так що:
перше коло дотикається до обох осей, друге дотикається до першого кола i до
осi Ox, a третє коло дотикається до першого кола i до осi Oy. Коло радiуса
r > s дотикається до обох осей до другого i третього кiл. Знайти r/s.
Розв’язок. Не зменшуючи загальностi мiр-
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кувань покладемо s = 1, тодi r/s = r s по-
трiбно знайти лише r. Проведемо вiдрiзок
мiж центром третього кола i великим колом.
Вiн має довжину r + 1. Потiм ми проводи-
мо радiус великого кола, який є перпендику-
лярним до осi Ox, i перпендикуляр вiд цен-
трa третього кола до цього вiдрiзка. Утво-
рився прямокутний трикутник з катетами
r − 3, r − 1 i гiпотенузою r + 1. Тодi (r −
3)2 + (r − 1)2 = (r + 1)2, r2 − 10r + 9 = 0,

r = 1 або r = 9. Очевидно, що r > 1, тому
r = 9.
Вiдповiдь. 9.

3. Через точку M на дiаметрi кола проведено хорду CD кола, яка утворює
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з дiаметром кут 45◦. Довести, що сума квадратiв вiдрiзкiв CM i MD не
залежить вiд положення точки M .

Розв’язок. Позначимо точку C ′ симетрич-
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D

ну точцi C вiдносно дiаметра AB i прове-
демо хорду через точки C ′ i M . Вона утво-
рюватиме прямий кут з хордою CD (45◦ +
45◦ = 90◦). Далi C ′M = CM як симетрич-
нi вiдрiзки, тому CM 2 + MD2 = C ′M 2 +

MD2 = C ′D2. Вписаний у коло ∠C ′CD =

45◦. Тому кутова величина дуги C ′D дорiв-
нює 90◦ i ї ї довжина, а, отже, i довжина хор-
ди C ′D, яка ii стягує, залежить лише вiд ра-

дiуса кола i не залежить вiд положення точки M .

4. Розв’язати систему рiвнянь
{

xy = 1,
x+ y + {t} = 2.

Тут {t} = t− [t] — дробова частина числа t (рiзниця мiж числом i його цiлою
частиною).
Розв’язок. Оскiльки 0 ≤ {t} < 1, а x + y = 2 − {t}, то 1 < x + y ≤ 2.
Оскiльки сума i добуток чисел x i y додатнi, то й самi цi числа додатнi. З
iншого боку, оскiльки

(√
x−√

y
)2 ≥ 0, то x + y ≥ 2

√
x
√
y = 2 · 1 = 2, тому

x + y = 2, y = 2 − x, x(2 − x) = 1 i x = 1, y = 1. Тодi {t} = 0 i t = k —
довiльне цiле число.
Вiдповiдь. (1, 1, k), k ∈ Z.

5. Знайти всi можливi пари натуральних чисел a i b, такi, що з чотирьох
наступних тверджень iстиннi лише три:

1) a+ 1 дiлиться на b;
2) a = 2b+ 5;
3) a+ b дiлиться на 3;
4) a+ 7b — просте число.

Розв’язок. Якщо (a + b)
... 3, то a + 7b = ((a + b) + 6b)

... 3, тобто a + 7b

не буде простим числом. Тобто 3) i 4) твердження не можуть виконуватись
одночасно, а, отже, твердження 1) i 2) мусять бути iстинними. Але тодi a+b =

2b + 5 + b = 3b + 5 не дiлиться на 3. Таким чином твердження 3)— хибне, а
твердження 1), 2) i 4) — iстиннi.
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Тепер a + 1 = kb, де k — натуральне число, 2b + 6 = kb, (k − 2)b = 6 i b
має бути дiльником 6. Якщо b = 1, то a = 7, але a + 7b = 14 не є простим.
Якщо b = 2, то a = 9, i a+ 7b = 23 просте число. Якщо b = 3, то a = 11, але
a+ 7b = 32 не є простим. Якщо b = 6, то a = 17, i a+ 7b = 59 — просте.
Вiдповiдь. (9; 2), (17; 6).


